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KONKAVNI FUNKCE

Mnozina A C R™ se nazyva konvexni, jestlize pro vSechny x,y € A platt
Ay + (1 —A)x € A pro kazdé A € [0,1].

(i) ctverec, (it) kruh, (iit) otevieny kruh, (iv) otevieny ctverec.

Priinik konvexnich mnozin je konvexni mnozina. Pro sjednocent toto ne-
platt (viz priklady).

Funkce F: A — R definovanad na konvexni mnozina A C R™ se naz(va

konkavni, jestlize pro kazdé x,y € A a A € [0, 1] plati

F(Ay + (1 —A)x) = AF(y) + (1 — A)F(x).

Je-li nerovnost ostra pro kazdé x,y € A, x # y a A € (0,1), pak se
funkce F nazgva ostre konkavni.

Funkce F se nazgva konvexni, jestlize funkce —F(x) je konkavni, neboli
platt
F(Ay + (1 —A)x) < AF(y) + (1 —A)F(x).
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KONKAVN FUNKCE

Konkavnost Je-li0 € A aF(0) =0, pak konkavnost funkce F na A implikuje nerostouct
ik vynosy vzhledem k rozsahu (prirozené?).
ekonomie
Priklad

Je funkce F: R? — R definovand predpisem
Fix,y) =1 —x% + 2xy — y?

(ostie) konkavni?

D 24 Ve v s v . 7 ’ A v . 7
Poznamka Obecnéji lze fici, ze funkce F je konkavn( pravé tehdy, kdyz pro libovolné
X1yeeeyXn €A, Ayeey Ay 20, > 18 A =1, plati

F( S A) > 3 MFx)

i=1 i=1

(tzv. Jensenova nerovnost). Je-li F ostre konkavni, pak rovnost nastane
pravé tehdy, kdyz x; =--- = xq.
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KONKAVN FUNKCE

Nerovnosti Jensenova nerovnost je velmi uzite¢nd pri dikazu riizngch nerovnostt,
napr.

e nerovnost aritmetického a geometrického priméru (AG nerovnost)

Xp 4o+ X
“X1~~-Xn<7n,
n

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz x; =--- =xy;

e Bernoulliova nerovnost pro x > —1 a p € R, \{1}

(T+x)P
(T+x)?

T+px, p>1,

>
S1+px, 0<p<l],

pri¢emz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz x = 0.

Priklad Uvazujme produként firmu s jednim vgrobkem. Néklady na produkci
(ekonomie) mnozstvi y vgrobkd ro¢né je za ¢ast roku A rovna AC(y), kde C’(y) >0
a C’(y) > 0 pro kazdé y > 0. Ve skutecnosti ovsem hodnota produkce
muze v pribéhu roku kolisat. Ukazte, ze pri dané celkové produkci Y za
rok jsou celkové roéni naklady minimalizovany volbou konstantni pro-

dukce.
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KONKAVNI FUNKCE

Véta 5.6(i) Necht Fq,...,Fx : A € R™ — R jsou konkavni funkce definované na
konvexni mnoziné A a necht aj,...,ax € R,. Potom funkce F(x) =
ar;Fi(x) + -+« + axFx(x) je konkdvni na A.

(] Funkce F: A — R titdy C' je konkdvni pravé tehdy, kdyz

F(x +z) < F(x) + (grad F(x), z) pro kazdé x € A, ze R™

spliiujict x+z € A (téZ lze wyjddrit jako F(y)—F(x) < (grad F(x), (y —x))
pro kazdé x,y € A, tj. z=1y — x). Funkce F(x) je ostfe konkavni pravé
tehdy, kdyz uvedena nerovnost je ostra pro kazdé x € A a kazdé z # 0
takové, ze x +z € A.

Disledek5.6(i)  Necht funkce F € C' je konkdvni na A a necht x € A. Je-li y € A, pak

(grad F(x), (y —x)) < 0 = F(y) < F(x).

Zejména jestlize (grad F(x), (y —x)) < 0 pro kazdé y € A, pak bod x je
globalnim maximem funkce F.

Priklad 2

UkaZte, Ze funkce F(x1,%2) = —x? —x3 je konkdvni na R2.
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KONKAVN FUNKCE

Konkavni Necht funkce F je konkdvni na konvexni mnoziné A C R™.

funkce a . , s . S Y s :
e Libovolné lokalni maximum je zarovei globalnim maximem.

maxima
e Mnozina bod(, ve ktergch funkce F nabygvd svého maxima, je kon-

vexni. Je-li navic funkce F na mnoziné A ostre konkavni, pak je tato
mnozina nejvyse jednoprvkova.

e Je-li F € C! konkavni funkce a bod x* takovy, Ze
(grad F(x*), (y —x*)) <0

pro kazdé y € A, pak bod x* je globalni maximum funkce F na
mnoziné A.

Zejména, je-li F € C! konkdvni funkce a x* € A jejim staciondrnim
bodem, tj. grad F(x*) = 0, pak x* € A je globalnim maximem funkce
F na mnoziné A.

e Podobné i pro konvexni funkce — stact zaménit konkavni <+ konvexnt
a maximum < minimum.
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P v 3 I3 . I3 . I3
Pt Uvazte konkdvni funkci F(x,y) = x'/4y'/4 na (konvexnim) trojtihelniku
2

B:={xyleR (x>0, y=>0, x+y <2}
Najdéte globalni maximum funkce F na mnoziné B.
» . .y 7. v % 7 ,
Priklad V ekonomii se vyskytuji funkce, které jsou zcela prirozené konkavnt.
(ekonomie) Napf. vidajova funkce, kterd popisuje minimalni hodnotu diichodu nut-
ného pro dosazent uzitku u pri vektoru cen p, tj.
e(p,u) = min{p1x; + -+ + puxn = (p, x) | u(x) > u}
Tato funkce je konkavni (a homogenni stupné 1) vzhledem k p.
» N . . . .
Priklad Maximalizace zisku firmy.

(ekonomie)
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KONKAVNI FUNKCE

Véta5.9(i
& Necht F,G : A C R™ — R jsou definovdny na konvexni mnoziné A.

e Je-li funkce F konkavni, pak mnoZina (horni vrstevnice)
Vi ={xeA|Fx) >t}
je konvexnt pro kazdé t € R.

e Je-li funkce F konvexni, pak mnozina (dolni vrstevnice)
Vi = xeAIFX) < t)
je konvexnt pro kazdé t € R.
(]

Funkce F je konkavni pravé tehdy, kdyz mnoZzina (podgraf)

M7 ={lxyl | x € A &y < F(x)}
je konvexnt.

Funkce F je konvexnt pravé tehdy, kdyz mnozina (nadgraf)
Mf ={lx,ylIxe A &y > F(x)}
je konvexnt.

e Jsou-li funkce F a G konkavni, pak funkce H(x) := min{F(x), G(x)} je
konkavnt.

e Jsou-li funkce F a G konvexni, pak funkce H(x) := max{F(x), G(x)} je
konvexnt.
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Jak rozhodnout o konkavnosti?

Véta 5.10(i) Necht A C R™ je konvexni mnozina a funkce F : A — R ma spojité
parciéln{ derivace a? do druhého fadu véetns, tj. F € C2.
e Je-li Hessova matice D2F(x) je negativné semidefinitni pro kaZdé
x € A, pak F je konkdvni na A.

e Je-li Hessova matice D?F(x) je negativné definitni pro kazdé x € A,
pak F je ostie konkdvni na A.

e Je-li intA # 0 a funkce F je konkdvni na A, pak Hessova matice
D2F(x) je negativné semidefinitni pro kazdé x € A.

Poznamky e Pro ostrou konkavnost ekvivalence s negativni definitnosti matice
D2F(x) NEPLATI! Napt. p¥i n = 1 je funkce F(x) = —x* ostie kon-
kévni, ovdem F”(x) = —12x2, tj. F”(0) = 0. V pfipadé n = 1 lze ale
ekvivalenci ziskat:

Funkce F: A C R — R je ostie konkavni pravé tehdy, kdyz F”(x) < 0
a soucasné F”(x) = 0 neplati na Zzddném podintervalu mnoZiny A (tj.
funkce F je konkavni a soucasné nent graf této funkce nikde roven
Usecce).

e Podobna tvrzenti platt i pro konvexnt funkce (stact zaménit konkavnt
> konvexni a negativné <+ pozitivné).

e Jak poznat definitnost matice?
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» M v ;o I3 NARTIN , ’
Priklad Uvazte n = 2. Jaké jsou nutné a postadujici podminky pro konkévnost
funkce F: R? — R?

» N v 7 .

Priklad Rozhodnéte o konkdvnosti funkce F(x,y) = 3x + 8y — x* — x*y? —y*.

» M4 . v . v s e ’

Priklad V praxi se &asto vyskytuje produkéni nebo uZitkovd funkce ve tvaru
(ekonomie) F(x,y) = xy. Je konkavni/konvexni?

» A4 N . , , Ve 7.

Piklad Uréete maximalni mnoZinu, na které je funkce f(x,y) = x> —y? —xy —x>

konkavnt.

>yr v . .

Priklad Uvazujte obecnou Cobbovu-Douglasovu funkei v RZ , ve tvaru U(x,y) =
(ekonomie) Ax%y®, kde A, a,b > 0. Jaké jsou nutné a postacujici podminky pro jejt

konkavnost?
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KVAZIKONKAVNI FUNKCE

Funkce F : A — R definovand na konvexni mnozinéd A C R™ se na-
zyva kvazikonkavni, jestlize jeji vrstevnice ohranicuji konvexni mnozinu,
tj. mnozina

Vi ={x e A|F(x) >t}

je konvexnt pro vSechna t € R.

Obdobné se definuje kvazikonvexni funkce, tj. mnoZina Vi = {x € A |
F(x) < t} je konvexni pro vSechna t € R.

Konkavnt vs. kvazikonkdvni? Viz Véta 5.9(i).

Funkce F : A — R definovana na konvexni mnoziné A C R" je
kvazikonkavni pravé tehdy, kdyz pro kazdé t € R plati

Fix) >t & Flyy >t = FAy+(1—-A)x) >t

pro kazdé A € [0, 1].
Jestlize dokonce plati ostrd nerovnost pro kazdé x # y a A € (0,1),
nazyva se funkce ostie kvazikonkavni.
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e Soucet kvazikonkavnich funkci NEMUSI byt kvazikonkavni funkct.

Py 7 7 . 7 v 7. v v . z ’ .
Priklad Monotdnni funkce jedné proménné jsou soucasné kvazikonkavni i kva-
zikonvexnt. Proc?
Véta 5.14(i) Necht funkce F: A — R je definovand na konvexni mnoziné A C R™
Pak nasledujict tvrzent jsou ekvivalentnt.

e Funkce F je kvazikonkavni na A.

e Pro kazdé x,y € A a A € [0, 1] platl implikace
F(y) > F(x) = F(Ay+ (1 —A)x) > F(x).
e Pro kazdé x,y € A a A € [0,1] plati
F(Ay + (1 —A)x) = min{F(x), F(y)}

(tedy funkéni hodnota na Gsecce je vétsi nebo rovna hodnotdm v kraj-
nich bodech).

» XA - I3 ’
Piklad Kvazikonkavni funkce v R?
Priklad

Kazd4 Cobbova—Douglasova funkce F(x,y) = Ax%y® na R2, je kvazi-

R konkavni pro libovolné A, a,b > 0.
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- _ "
Piklad Leontiefova produként funkce.

(ekonomie)
Véta 5.15() Funkce F € C!, F: A — R, definovdna na oteviené konvexni mnoZiné
A C R™ je kvazikonkavni (kvazikonvexnt) pravé tehdy, kdyz platt

Fly) Z F(x) = (grad F(x), (y —x)) 2 0

A A

pro kazdé x,y € A. Pokud dokonce plati pro kazdé x # vy, ze
F(U) = F(X) = <grad F(X)v (y _X)> > 0,

je funkce F ostre kvazikonkavnt.

Naopak, je-li funkce F ostie kvazikonkavni a grad F(x) # 0 pro kazdé

x € A, potom plati (grad F(x), (y —x)) > 0, kdykoli F(y) > F(x) a x # y.
Poznamka Nutnost podminky grad F(x) # 0 v posledni ¢asti miZe byt ilustrovéna
na prikladu funkce f(x) = x* pro x € R. Ta je sice ostfe kvazikonkdvnt,
ale protoZe grad F(0) = 0, plati (grad F(x), (y —x)) =0 pro x = 0.
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D, A . . . . .
Poznamka Jaky je geometricky vgznam nerovnosti (grad F(x), (y —x)) > 0?
Kvazikonké&vnost pomoci D?F(x)? Komplikovan&j$i ne? pro konkdvnost!

Véta 5.16(i
) Necht funkce F € C2, F: A — R, je definovdna na oteviené konvexni

mnoziné A C R™.

() Je-li funkce F kvazikonkavni na A, pak pro kazdé x € A je Hessova
matice D?F(x) negativné semidefinitni na podprostoru kolmém ke
grad F(x) pro kazdé x € A (tj. na Ker DF(x) = {z € R™ | DF(x) z =
(grad F(x), z) = 0}), tj. pro v8echna x € A plati

2" D?*F(x)z < 0 pro kadé z € R™ takové, e DF(x)z = 0.

(ii) Je-li funkce F kvazikonkdvni na A, pak Hessova matice D?F(x) md
nejvyse jedno kladné vlastni ¢islo pro kazdé x € A.

(ii)) Je-li funkce F kvazikonkavni na A, pak rozsirena Hessova matice pro
D2F(x) a DF(x) ma préavé jedno kladné vlastni ¢&islo pro kazdé x € A.

Priklad Ekvivalence ve Vété 5.16(i)? Uvazte napt. funkci

F(x) =x* nebo F(x1,%2) = (x1 —x2)%.
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Véta 5.17(i) : . ., . .
Necht funkce F € C%, F: A — R, je definovdna na oteviené konvexni

mnoziné A C R™.

(i) Funkce F je kvazikonkdvni na A, jestlize Hessova matice D?F(x)
je negativné semidefinitni na podprostoru kolmém ke grad F(x) pro
kazdé x € A a soucasné v bodech x* spliiujicich grad F(x*) = 0 je
matice D2F(x*) dokonce negativé definitni, tj. pro véechna x € A
platt

2z D?*F(x)z < 0 pro kadé z € R™ takové, e DF(x)z =0,
a soucasné

D?F(x) < 0 pro kazdé x € A takové, e grad F(x) = 0.

,.\
=
=5

=

Jestlize grad F(x) # 0 pro vSechna x € A, pak F je kvazikonkavni na
A praveé tehdy, kdyz pro vsechna x € A platt

2z D?*F(x)z < 0 pro kaZdé z € R™ takové, e DF(x)z = 0,

tj. pravé tehdy, kdyZ roziifend Hessova matice pro D?F(x) a DF(x)
ma pravé jedno kladné vlastni Cislo pro kazdé x € A.
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Pomoci rozsifené Hessovy matice zformulujte podminky ostré kvazi-
konkavnosti z Véty 5.18(i) pro funkci dvou proménnych F(x,y). S vy-
uzitim téchto podminek rozhodnéte o ostré kvazikonkavnosti funkce

F(X»y) = —x? _y4'
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Priklad

(ekonomie)

Priklad
(ekonomie)

IKVAZIKONKAVNi FUNKCE

Klasifikace Cobbovy-Douglasovy funkce

F(X1,y.enyXn) = AX]..x8™ Ajag,...,an >0,
definované pro x; > 0,...,x, > 0:
e je homogennt stupné q =aj + -+ ay;
o je kvazikonkavni pro kazdé a,...,a, > 0;
e je konkavni, pokud q < 1;

e je ostie konkavni, pokud g < 1.

Klasifikace produként funkce s konstantni pruznosti substituce

F(X1yeeeyXn) = A(51% % 4 - - -+ 8%, ) H/P,
A,y 01y...,00 >0, p#0,
definované pro x; > 0,...,x, > 0:
e je homogennt stupné ;

e je kvazikonkavni pro p > —1 a kvazikonvexni pro p < —1;

je konkavni, pokud 0<pu<1lap>—1;

je ostie konkavni, pokud 0 < p<1ap>—1I.
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Skladani Necht F: A — R, kde A C R™ je konvexni mnozina. Necht dale funkce f
funkci je definovdna na intervalu v R, kter( obsahuje F(x) pro vSechna x € A.
Potom:

o jestlize funkce F je konkévni a funkce f je konkavni a rostouci, pak
funkce U(x) = f(F(x)) je konkavni;

e jestlize funkce F je konvexni a funkce f je konvexni a rostouci, pak
funkce U(x) = f(F(x)) je konvexni;

e jestlize funkce F je konkavni a funkce f je konvexnt a klesajici, pak
funkce U(x) = f(F(x)) je konvexni;

o jestlize funkce F je konvexni a funkce f je konkavni a klesajici, pak
funkce U(x) = f(F(x)) je konkavni;

e jestlize funkce F je kvazikonkavni/kvazikonvexni a funkce f rostouct,
pak funkce U(x) = f(F(x)) je kvazikonkavni/kvazikonvexni;

o jestlize funkce F je kvazikonkavni/kvazikonvexnt a funkce f klesajict,
pak funkce U(x) = f(F(x)) je kvazikonvexni/kvazikonkévnt.
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P _ A _ , ..
Pseudo Necht A je otevi‘ena konvexni mnozina v R™, F € C'aF:A — R. Funkce
konkavni F se nazygvéd pseudokonkévni v bodé x* € A, pokud

funkce

(grad F(x*), (y —x*)) <0 = F(y) < F(x*) pro kazdé yec A

Funkce F je pseudokonkdvni na mnoziné A, pokud je pseudokonkavni
v kazdém bodé mnoziny A.
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Konec.
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