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OBECNY UvoD

Cum enim Mundi universi fabrica sit perfectissima
atque a Creatore sapientissimo absoluta, nihil
omnino in mundo contingit, in quo non maximi mi-
nimive ratio quaepiam eluceat.

/lelikoZ usporadani vesmiru je na nejvyse dokonalé
a ve skutecnosti dilem nejmoudrejsitho Stvofritele,
neexistuje ve vesmiru zhola nic, z ¢eho by nevyza-
rfoval néjaky princip maxima nebo minima./

Leonhard Euler (1707-1783)

Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive pro-
prietate gaudentes, sive solutio problematis isoperimet-
rici lattissimo sensu accepti (1744; viz Additamentum 1

[str. 245/ dostupné na adrese goo.gl/9u4An2)

Obrazek prevzat z goo.gl/TBdxET
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Obecnou optimalizacni ulohou mizeme rozumét problém nalezent takového bodu
v dané (pfipustné) mnoziné, ze v ném dané ,ucelové zobrazeni” pfifazujici prvkim
pripustné mnoziny hodnoty z R nabyva v jistém smyslu optima (max./min.), tj. dlohu

F(x) — opt, Xx € X.
Redenim této tlohy rozumime prvek x* € X takovy, Ze
X* = argopt,x F(X) = {x € X | F(x) x F(y) pro vSechna y € X}.

V nékterych pripadech ovSem nent nutné (nebo mozné) takovy bod X* najit a misto
toho se spokojime pouze s nalezenim optimalni hodnoty ucelového zobrazeni, tj. ¢islo

*
F* := optycxF(X).
Takto formulované optimalizacnt tlohy mizeme podle charakteru nezndmych velicin
rozdélit do dvou skupin:
e funkéni optimalizace (~ variacni pocet)

e parametrické optimalizace (~~ matematické programovant)
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FUNKCNIT OPTIMALIZACE

Pripustnd mnozina = prostor funkcl (skaldrnich nebo vektorovych) N-rozmérné pro-
ménné definovan(ch na jisté mnozing QO C RN, s jistgmi vlastnostmi (spojitost, di-
ferencovatelnost apod.) a spliujicimi dalsi (tzv. vedlejsi) podminky dané soustavou
néjakych algebraickych, transcendentnich, diferencialnich nebo integralnich rovnic ¢i
nerovnic

Ucelové zobrazeni = funkcional (tj. zobrazent prirazujict kazdé funkci z pripustné mno-
ziny prvek z R)

V takovém pripadé tedy hledame funkci z pripustné mnoziny, pro kterou dany funk-
ciondl nabyva nejvétsi/nejmenst hodnotu mezi vSemi funkcemi z pripustné mnoZziny.

Napt. mezi vdemi funkcemi tiidy C'[a, b] naijit tu, jejiz graf je nejkratsi spojnici bod
A = [x1,y1] a B = [x2,Y2], tj.

JlF] = sz 1+ [F/(x)]2dx — min.

VARIACN| POCET (M6800; 1aR0 2018 + 2Kk, k € N U {0})

Johan Bernoulli, Acta Eruditorum (1696), viz goo.gl/26F gvj
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Jda, Johann Bernoulli, oslovuji nejbystrejsi matematiky na
svéte. Neni nic pritazlivéjsiho pro inteligentn( lidi néz cestny a
ndrocny problém, jehoz mozné reseni prinese sldvu a ziistane
trvalym pamdtnikem. Ndasledujice rady prikladi Pascala, Fer-
mata atd. doufdm, Ze ziskdm vdécnost celé védecké komunity
tim, Ze pred nejlepsi matematiky nasi doby postavim problém,
ktery otestuje jejich metody a silu jejich intelektu. Jestlize mi
kdokoli sdéli reseni navrhovaného problému, verejné prohld-
sim, Ze je hoden uzndnt.

Obrazek prevzat z goo.gl/UqiNUc

Problema Novum, ad cujus Solutionem Mathematici invitantur.

Datis in plano verticali duobus punctis A et B assignare mobili M viam AMB, per
quam gravitate sua descendens et moveri incipiens a puncto A, brevissimo tempore
perveniat ad alterum punctum B.

/Nova uloha, k jejimuz feSent se vyzyvaji matematikové: Necht jsou dany dva body
A a B ve svislé roviné. Urcete krivku vyznacdenou hmotngm bodem, ktery startuje
v bodé A a pouhym plisobenim gravitace dosahne bodu B v nejkratsim mozném case
(=brachistochrona)./
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ULOHA 0 BRACHISTOCHRONE — VOLBA BODU

Vy$ka=0.6 m, Vzddlenost=1.2 m, Gravitaén( zrychlen(=9.8 m/s/2
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Noc VEDCU, 5. RIINA 2018 0D 18 HODIN, HTTPS://NOC-VEDCU.MUNI.CZ/

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KApiTOLA 6 23. ZARi 2020 13/ 31

OBECNY UvoD

1 Obrazek prevzat z goo.gl/rV9esA

BVV — Pavilon A —
Obrazek prevzat z goo.gl/hCHQcb

e
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T BVV LPIPaV'llOH A o - 1> Casa Mila (Barcelona © Antonio Gaudi)

Obrazek prevzat z goo.gl/EmGpzh Obrazek prevzat z goo.gl/CAfYRe
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Gateway Arch (St. Louis)
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Video prevzato z goo.gl/RSeshr

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KapiToLA 6 23. ZARi 2020 17/ 31

OBECNY UvoD

[PARAMETRICKA OPTIMALIZACE

PHpustnd mnoZzina = mnoZzina X C RN vymezena jistymi podminkami dangmi sousta-
vou néjakych algebraickych nebo transcendentnich rovnic ¢i nerovnic

ucelové zobrazent = realna funkce F definovana (alespori) na pripustné mnoziné.
V tomto kontextu byva (v zavislosti na oblasti) funkce F oznacovana jako ucelovad,
cilova, ztratovd, ndkladova, neprima uZzitkova, uzitkova, energetickd atd.

V takovém pripadé tedy hledame bod x* € X, ve kterém dana redlna funkce F nabygva
své nejvétst hodnoty mezi vSemi body x € X, tj. mame fesit ulohu

F(x) — max, x € X, (1)
pricemz mnozinu X mGzeme vyjadrit jako
X=xeRY|gi(x)<0,...,9t(x) <O & hi(x) =0,...,hg(x) =0}
pro K,L € NU {0} a dané funkce g;,...,gr,hi,...,hy, tj. hledame

X" = arg max F(x) ={x € X| F(x) > F(y) pro vSechna y € X}.
XE
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Ulohu (1) pak ¢teme jako: Najdi bod x*, v némz realna funkce F dosahuje
nejvéts{ hodnoty (tj. maxima) mezi viemi body x € D(F) C RN, které
vyhovuijil soustavé L nerovnosti

g1(x) <0 & g(x) <0 & -+ & gr(x) <0
a soustavé K rovnosti

hi(x)=0 & hy(x)=0 & --- & hi(x)=0.

T

Pripadné mizeme misto (1) resit ,pouze” tlohu

F* = sup F(x) (2)
xeX
s ) ReSent( tlohy (1) pak nent nic jiného nez nalezent vrstevnice funkce F na
drovni F*.
Dalsi : N s
N Ulohu (1) navic midzeme rozdélit do dvou subkategorit
klasifikace , o , , , _ N
e Ulohy bez omezujicich podminek (tzv. volné extrémy), tj. X = R,
napt. T —x? — max
e Ulohy s omezujicimi podminkami (tzv. vazané extréemy), tj. X ; RN,
napf. x cosy — max, [x,y] € [-5,5] x R.
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V pripadé X & RN predstavuje bod x* v tloze (1) optimdlni Fedeni (strategii, té7
navrhovy vektor aj.) tzv. matematického programu (IT?!)

Matematické programovani (M5170)

Linearni programovant Kvadratické programovant Celociselné programovant

(M4110) (MB150)

\ 7
V

Teorie optimalizace (M0160; jaro 2018 + k, k € NU{0})
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2 VOLNE EXTREMY

V celé této kapitole mdme funkci F: RN — R.

Priklady lokalnich a globalnich extrém( pro N=1a N = 2.

Nutnd podminka 1. fadu pro lokalnt extrém diferencovatelngch funkct.

Bod x* € RN, ve kterém je grad F(x*) = 0 nebo neexistuje, se naz(vd
stacionarni bod (téz kritickg bod).

Lokalnt extrémy vs. stacionarni body.




e Urcete extrémy funkce F(x,y,z) = x* + 2y + 3z% + 2xy + 2xz.

o UkaZte, Ze funkce G(x,y,z) = (x? +2y? + 3z + 2xy + 2xz —5)> md
v bodé [0, 0, 0] minimum.

A jak rozhodnout, zda stacionarni bod je zaroven i extrémem v pripadé
libovolné funkce F € C2?




VOLNE EXTREMY

Bod x, je

/ stacionarni bod
2 <
DX(F(x ))<0 D*(F(x,))<0
: Véta 6.21())

Bod X, je lokalni Véta 6.23(i)
maximum funkce F
Véta 6.23(i)

F je konkavni <}:{> Bod x_ je globaini
maximum

Véta 5.10(i)

Véta 6.22(i)
ﬂ Véta 6.22(ii) ¥

D?(F(x))<0 pro Bod X, je jediné <:I F je ostre
globalni maximum konkavni

kazdé x

PETR ZEMANEK (PRF MU, BRNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ

i i Véta 5.10())

D?(F(x))<0 pro
kazdé x
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Priklad

Priklad

(ekonomie)
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VOLNE EXTREMY

Urcete stacionarnt body a extrémy funkct

a) F(X,y):2x2+y2)
b) F(x,y) =4x+2y —x* —y* +xy,

o) Flx,y) =4x> —xy+y* —x°.

Maximalizace zisku jedné firmy v konkuren¢nim prostredt.
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VOLNE EXTREMY

Priklad Maximalizace zisku: uvazujme firmu, kterd pouzivda N vstupl k vgrobé
(ekonomie) jednoho produktu. Necht x € RY reprezentuje ko$ vstupl, y = G(x),
G € C', je produkéni funkce a p je prodejni cena. Potom vijnos firmy je
roven
R(x) =p G(x).

Pokud C(x) predstavuje cenu kose vstupt, potom zisk F(x) je
F(x) = R(x) — C(x).

Predpokladejme, ze funkce R a C jsou takové, Ze firma maximalizujict
svlj zisk pouziva kladné mnozstvi kazdého zdroje, tudiz hodnota x*,
ktera maximalizuje zisk, lez{ uvniti kladného ortantu RE. Potom podle
Véty 6.22(i) must byt parciadlni derivace funkce F nulové v bodé x*, ktery
maximalizuje zisk, tj.

F
o O

oR oC
= (") = 2~ (x") — =~
Xq

N a_Xl aXi

(x*) (x*).

Tedy prijem z mezntho produktu vytvoreného zapojenim dodatecné jed-
notky i-tého vstupu must bgt roven meznim nakladiim na pofizent do-
datecné jednotky i-tého vstupu (toto plati pro kazde 1, tedy prirtistky
produkce z dodatecnych jednotek must mit stejnou ndkladovost; zlaté
pravidlo maximalizace zisku: meznt prijmy = mezni naklady).
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3!’ v 7 . ’ v v ’ . 7 . 7
Priklad Predpokladejme dale, Ze pro kazdé i € {1,...,N} ma i-t§ vstup kon-

(ekonomie; stantni cenu wy, tj.

pokr.)
C(x) =wix; + - +WnXN-

Podminka prvntho fadu nynt dava

0X4 _paxi A 0X4 T
pro i = 1,...,N. Nutna podminka druhého radu vyzaduje, aby

DZF(X*) < 0.V pripadé konstantnich meznich nakladd tato podminka
’ \4 2 . 7 . .
znamenad, ze D?G(x*) < 0, tedy %(x*) < 0. Jingmi slovy, vektor maxi-
i

malizujicl zisk se nachazi pouze v téch oblastech prostoru vSech vstup-

nich vektord, kde 22S jso kladné. Pokud pro kazdé x € RY existuj
, 5.2 Jsou nekladné. Pokud pro kazdé x } existuje

hs

. . 7 v 2 . . . a4 ’
index 1 takovy, ze % > 0, pak pro takovou firmu neexistuje zadny vek-
i

tor vstupl v RY, kter( by maximalizoval zisk.

Konkrétné: G(x) = Ax]' ---x3Y, pficemz A, aq,...,an > 0 jsou takova,
y N
zea=); ;4 <1
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Priklad
(ekonomie)

VOLNE EXTREMY

Diskriminujici monopol (nedokonaléd konkurence): predstavme si firmu,
ktera ma monopol na dvou rizngch a oddélenych trzich, napr. na doma-
ctm trhu a zahrani¢nim trhu a kazd(g ma svoji vlastnt poptavkovou funkci.
Necht Q; je mnozstvi dodavané na i-t( trh a necht P; = G;(Qi) je in-
verzni poptavkova funkce pro i-ty trh, takze zisk za dodani Q; jednotek
vystupu na i-tg trh je Qi Gi(Q).

Predpoklddejme, ze produkcnt ndklady C zavisi pouze na celkové pro-
dukct Q = Q1 + Q2, tj. naklady celé firmy lze vyjadrit jako C(Qq + Q2).
Zisk je potom roven

F(Q1,Q2) = Q1G1(Q1) + Q2G2(Q2) — C(Q1 + Q2).

Pokud vime, ze firma vyrobt néjaké mnozstvi virobkd pro kazdy trh, pak
nas problém maximalizace je vlastné otazkou viypoctu maxima ,ziskové”
funkce uvniti prvntho kvadrantu. Toto maximum pak nutné spliuje

oF  d(Q:16G:1(Q1))

0= 30, 40, —C'(Q1+Q2)
_ OoF  d(Q262(Q2)) -,
O—an— 40, C'(Q1+Q2)
neboli
d(Q1G1(Q1))  d(Q2G2(Q2)) -,
40, = 10, = C'(Qq + Q2).

Mezni prijem na kazdém trhu tedy must bgt roven meznim nakladim
celkoveé produkce.
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Priklad
(ekonomie;
pokr.)

Priklad

Véta 6.30(i)

Priklad

VOLNE EXTREMY

Uvazujme firmu s monopolem, ktera produkuje jeden vgrobek, ale ma dva
druhy zakaznikd. Pokud vyrobi Q jednotek pro zakazniky 1. typu, pak
tito zakaznici jsou ochotni zaplatit cenu 50 —5Q; K¢ za jednotku. Pokud
vyrobt Q» jednotek pro zdkazniky 2. typu, tak zaplatt 100 —10Q, K¢ za
jednotku. Naklady firmy na vgrobu Q jednotek jsou 90 + 20Q K¢. Kolik
jednotek pro kazdy trh je nutné vyrobit, aby firma dosdhla maximalntho
zisku?

Metoda nejmensich ctvercd.

Jak je to s existenci globdlnich extrém(i na mnoziné A C RN?

Necht funkce F je spojitd na uzaviené a ohrani¢ené mnoziné A (=kom-
paktni mnozina). Potom funkce F nabgva své maximalnt a minimalni hod-
noty na A.

Urcete nejvétst a nejmensi hodnotu funkce
Fx,y) =2+ 2x + 2y —x* —y?

na trojdhelniku s vrcholy v bodech [0, 0], [9,0] a [0, 9].
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Konec.




