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e Ctvercova matice e jednotkovd matice

e nulova matice e diagonalni

e horni/dolnt trojuhelnikova
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Soudet
matic

Nasobeni
skalarem

Soudin
matic

MATICE A VEKTORY

=1..,n

A = (ay)i=1,.. L B = (bij)i=1,..,m. Pak sou¢et A + B je matice C
=1 j

takova, ze

C= m = (aij + bij)izy
A= (Clij)i:% maa € R. Pak «A je matice B takovd, Ze
=
B= (bu)i.f]], Lm = ((Xaij)l 1, (tj. po slozkach)
=Tl oo o
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Pravidla
pro pocitani
s maticemi

Obecné
neplati!

Transpono-

vana matice

MATICE A VEKTORY

Pro matice A, B, C vhodnych rozmérti a «, 3 € R plati:

A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+C),
(A+B)C=AC+BC, A(B+C)=AB+AC,
(AB)C =A(BC), «(BA)=(xB)A,

(4 B)A = A+ BA, «o(A+B)=aA+ B,
A(aB) = x(AB) = (xA)B

AB =BA (ani kdyz oba souciny existuijt)!

Je-li A = (aij)i=1,...,m, pak transponovand matice k A je matice
=10m

AT =B = (bij)if]l‘...,n,

j=1,.0m
kde by ==aj; proi=1,...n,j=1,...,m.
Pokud AT = A, naz(vd se matice symetricka.

Plati:
(AB)T =BTAT
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MATICE A VEKTORY

Priklad Sectéte matice
3 4 1 -1 0 7
6 7 0)+| 6 5 1[=-
13 8 -1 7 0
123 (3 6)_
0 2 -2 1 4]
Priklad Pro matice
2 1.4 —1 (3>
A=[(0 -1 2 1], B = 0 1
5 6 0 11
vypoctéte AB a BA.
Priklad Pro matice
12 21
A—(3 71)’ B_(1 1)
vypoltéte AB, BA a BTAT.
PETR ZEMANEK (PRF MU, BRNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ
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Skalarni
soucin

Vlastnosti
skalarniho
soudinu

Norma
vektoru

Vlastnosti
normy

MATICE A VEKTORY

Pro vektory u,v € R™ definujeme (standardni) skalarni soucin jako

u-v={uv Zukvk—uv

(u,u) > 0 pro kazdé u e R", (u,u) =0<= u=0,
<u»V> = <v> u>> <u+vv Z> = <uv Z> + <v> Z>>
(o, v) = e, v) = (u, av), a €R,

(Au,v) = (u,ATv) pro A € R™*".

Norma vektoru u € R™ je definovéna jako

lull = /o) = ik + -+ .

[ull >0, [lul =0 <= u=0,
lou]| = led[[ull, «eR,
[+ vI| < ffull + (v,

[Hlull = vIl| < lw—v].
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MATICE A VEKTORY

Odchylka Dva vektory u,v € R™ sviraji uhel 6 € [0, 7, pro kterg plati

vektort
(W, v) = [[ul[[[v]| cos®.
Z vlastnostt funkce kosinus pak plyne
e 0 € [0,7/2), je-li (u,v) >0 (tj. ostry thel),
e 0 € (/2,7 je-li (u,v) <O (tj. tupy Ghel),
e 0 =1/2, je-li (u,v) =0 (tj. pravg thel).

Ortogonalni

<uv V> =0
vektory
Ol‘tonorm.’alnl Wy, .., W) uy € R™
system 1 . .
vektort (wi, ) = » 1)
0, i#]j

» Y v . 7 v v 7 3%
Priklad Uvazte krychli s délkou hrany a. Urcete odchylku télesové uhlopiicky

od jedné z hran (vychazejict z téhoz vrcholu).
Priklad

Uvazte ekonomiku s n komoditami, kde x; znac¢t mnozstvi i-té komodity.
Pripustte, ze libovolna komodita miize byt dodéna v libovolném mnozstvi,
tj. x; maze byt libovolné nezaporné cislo.
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HobNosT MATICE

e Rekneme, Ze vektory ui,..., Uy € R™ jsou linedrné nezdvislé, jestlize
enlialost & z rovnosti
nezavislost
- ) Uy + -+ Xy = 0
vektort
plyne oy = -+ = = 0. V opacném pripadé, tj. kdyz existuji cisla

X1y...,Xm, Z Nichz alespon jedno je rdzné od nuly, tak, ze
X1 ++meum:0,

rikame, ze vektory uy,...,uy jsou linedrné zavislé.

00 060

Sloupce (fadky) matice mizeme chépat jako vektory a linedrni neza-
vislost Fadki matice pak znamena linedrnt nezavislost vektord. Pomoct
tohoto pojmu definujeme hodnost matice.

Hodnost Hodnost matice A je Cislo, které je rovho maximalnimu poctu linearné
matice nezavislych radkd. Oznadujeme ji h(A).

Je-li A ¢tvercova matice typu n x n, jejiz hodnost je rovna n, nazgvame
jt requldrni maticl. Je-li h(A) < m, nazgva se takovd matice sinquldrni.
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HobNosT maTICE

Jak ur¢ime Je zfejmé, Ze v nulové matici neexistuje zadny linearné nezavisly radek.

maximalni Hodnost nulové matice je tedy rovna nule. V dalSim proto uvazujme

pocet pouze nenulové matice, tj. predpokladejme, ze je aspon jeden prvek této
linearné matice nenulovy.
nezavislych
vadke U matice 2 x 2 snadno pozname, ze jsou jeji fadky linearné zavislé.
T Nenulova matice A typu 2 x 2 ma hodnost jedna, pokud je druh( radek
nasobkem prvniho adku, tj. matice je tvaru
ap; a2 an a2
A= = ,
az ax kayy  kaiz
kde k je néjaké realné cislo. V opacném pripadé ma A hodnost 2.
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Hodnost vs.
Uprava
matice

Schodovity

tvaru

Prevod na
schodovity)
tvar

A jak tedy
na hodnost
vétsich
matic?

HobNosT maTICE

Hodnost matice se nezméni, jestlize:
e zaménime poradi radkd,
e vynasobime libovolny radek nenulovgm cislem,

e pricteme k danému radku (nebo odecteme od daného Fadku) libo-
volny nasobek jiného radku.

Rekneme, %e A je matice ve schodovitém tvaru, jestlize v matici A kaZdy
nenulovy radek zacind vétsSim poctem nul nez predchozi radek.

Kazdou matici lze konec¢ngm poctem elementarnich fadkovgch Uprav
prevést do schodovitého tvaru.

Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych
radka.
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SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Systém Systémem k linedrnich rovnic o n nezndmych x1,x3,...,x, rozumime
linearnich soustavu rovnic
rovnic

arixy +apxa + -+ AinXn = by,

a21%7 + A22X2 + -+ + A2nXn = by,

(1)
ax1X1 + aQxaXa + -+ + AgnXn = by.

Je-liby = by =--- =by =0, nazgva se takovyto systém homogennt.

Resenim systému (1) je kazda usporddand n-tice (ti,tz,...,tn) tako-
v(ch cisel ty, ta,..., ty, kterd dané soustavé vyhovuje.

Jaka mohou Obecné (tj. nezavisle na poctu linearnich rovnic a poc¢tu neznamych) jsou
S P L) Vo2 oave v
byt Feseni? moZné tfi pripady:

e Systém rovnic ma pravé jedno resent.

e Systém rovnic ma nekone¢né mnoho resent.

e Systém rovnic nema zadné fesent.

Jak ale poznédme, kter( z téchto pripadd nastane?
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SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Studujme Matici systému (1) naz(vdme matici

matice!
ap;r a2 ... Qin

azy A4zz2 ... Q2n
A_

Qa1 QA2 coo Ayn

v

Rozsifenou matici systému (1) nazgvdme matici

ann a2 ... by
azg azz o Ayn bz

Ayl Qx2 ... Qo bk
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SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Frobeniova Systém linedrnich rovnic ma resent (tj. alespori jedno) pravé tehdy, kdyz

veta je hodnost matice systému rovna hodnosti rozsifené matice systému.

Disledek Systém k linedrnich rovnic o n nezndmych ma jediné resent, jestlize je
hodnost h matice systému rovna hodnosti rozsifené matice systému a
navic je rovna poctu nezndmych n, tedy h = n.

Diisledek Systém k linedrnich rovnic o n neznam{ch ma nekone¢né mnoho fesenti,

jestlize se hodnost h matice systému rovna hodnosti rozsifené matice
a navic je tato hodnost mensi nez pocet neznamych, tj. h < n. V tomto

pripadé lze n — h neznamych volit libovolné.

Carsm Redeni systému se nezméni, jestlize:

eliminacni ., . .
® zamenime poracll rovntc,
metoda

e vynasobime libovolnou rovnici nenulovgm cislem,
e pricteme k dané rovnici libovolny nasobek jiné rovnice.

Témito Gpravami prevedeme matici systému na schodovity tvar a z néj
jiz dokdzeme snadno vypocitat resent.
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SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Priklad Vyreste soustavy rovnic
(a) x—2y+ z=1, (b)  3x; — 2x5 — 3x3 + 4x4 = —2,
—x + 3y +2z=0, X1+ x2— x3+ x4 = 2,
2x — y+5z=>5. X2 + x4 = 1,
X1 — X3 = 1
(c) X1 — X2+ X3 —Xg4= 2, (d) x+ y—2z=2,
X1 — X2+ X3+x4= 0, 2x + 2y + 3z =3,
4X]74X2+4X3 = 4, 5X+5y+4Z=]
—2x7 + 2% — 2x3 + x4 = —3.
Priklad Zpét k linearnt (ne-)zavislosti
1 4 7
21, 15], |8
3 6 9
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DETERMINANT MATICE

Peterminant  Determinant ¢tvercové matice A = (ay;) typu 1 x 1 je &islo det A (téz

matice |A]) dané vztahem
detA =deta;; = aj;.

Determinant ¢tvercové matice A = (ay;) typu nxn, n > 2, je Cislo det A
(téZ |A]) dané vztahem

detA = a detA]] — a2 detA]z + -4 (—1)“+]a1n detAh =
= Z(—] )j+](1]j detA1j,
j=1

kde A;; znaci matici, kterd vznikla z matice A odebranim prvntho fadku
a j-tého sloupce.

Vlastnosti Necht A, B jsou ¢tvercovd matice fadu n.
determi- ,
rme o Plati det A = detAT.
nantu

e Plati det(AB) = det A - det B (nikoli pro soucet!).
e Hodnost matice h(A) =n pravé tehdy, kdyz det A # 0.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KariTolA 3 23. ZARi 2020 19 / 52


mailto:zemanekp@math.muni.cz

Jak ale determinant vypocitat?

Vypocdtéte determinant pro matice

SUHES|
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DETERMINANT MATICE

Specialni Je-li matice A v hornim/dolnim trojiihelntkovém tvaru (obzvlasté diago-

pipad nalni), pak det A je roven soucinu prvkd na diagonéle.

Determinanty o Zaménime-li poradi dvou radkd (sloupct) matice, determinant vy-

sledné matice bude mit opac¢né znaménko nez determinant matice
matic ptvodni.

vétsich

e Vynasobime-li libovolny radek (sloupec) matice cislem k, determi-
nant v(sledné matice bude k-nasobkem determinantu matice pti-
vodni.

e Pri¢tenim k-nasobek libovolného tadku (sloupce) k jinému radku
(sloupci), determinant matice se nezmént.

» Vv . .
Priklad Vypoctéte determinant matice
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DETERMINANT MATICE

Laplacedv Pro vjpocet determinant(i vyssich radad mizeme vyuzit i nasledujictho
rozvoj vztahu:

detA =) (1" ay detAy, leN, 1<l<mn,
k=1

ve kterém Ay je matice, kterd vznikne z matice A vypusténim 1-tého
radku a k-tého sloupce. Tento vztah vlastné rika, ze matici je mozné tzv.
rozvinout podle libovolného radku. Vgpocet determinantu matice radu n
tak prevedeme na vipocet n determinantt radu n—1. Podobné mizeme
matici rozvinout i podle libovolného sloupce. Pri praktickém v(poctu
volime k rozvoji radek (sloupec), kter( obsahuje co nejvice nul, jelikoz
pak nemusime nékteré prislusné menst determinanty viibec pocitat.

Cislo det A, je tzv. (1, k)-t§ minor matice A.
Cislo (—1)U** det Ay je tzv. (1, k)-t( kofaktor matice A.

Dy Vv . R
Priklad Vypoctéte determinant matice

N —= O =
|
S ———
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Vyuzitt determinantu pfi feSeni soustavy rovnic.

Vyreste soustavu

x—2y+z=1,
—x+3y+2z=0,
2x—y+5z=>5.

Analgza jednoduchého IS-LM modelu

sY+ar=1°+G,
mY —hr = M, — M°.
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DETERMINANT MATICE

Determinant Necht A € R™X™ 3 B € R™*™, Pak
(uzitecné

vzorce) det(L,, + AB) =det(I,, + BA).

Odtud se dé pro matice A € R™*™, B € R™™, C € R™*! a D € R™>*™
spliiujicl det A # 0 ukazat, Ze

det(A + BCD) = det A det(I,, + A~'BCD) = det A det(I,, + CDA~'B).

Ekonometrie: Proto v pfipadé A € R™*™, B=x € R™*!, C=ax € R a
D =y" € R"™ s detA 0 plati

det(A + axy’) = (1 +ay A "x)detA.
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Jak ale inverzni matici spocitat?

(A~ (1TA™).
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Odvodte vzorec pro inverzni matict k 2 x 2 matici.

3
—1].
1

Vypoctéte A~ pro

— D =
N =N
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DETERMINANT MATICE

Inverzni Necht A € R™*™ a B € R™*™ jsou takové, Ze det(I + AB) # 0, potom
matice

(uZitedné (I, +AB) ' =1,, —A(I, + BA) 'B.

vzorce)

Necht A € R™™, B € R™™, C € R™*¢ a D € R*™. Je-li detA #0 a
det(A +BCD) # 0, potom plati
(A+BCD) "=A""—(I, + A 'BCD) 'A"'BCDA ' =

=A"'—A(I,+BCDA ") 'BCDA " =
=A"'—AB(I,+CDA'B)T'CDA ' = ()
=A""—A'BC(I; + DAT'BC)"'DA" =
=A"—A'BCD(I,+ A 'BCD) A" =
=A"—A"BCDA (I, + BCDA ")~

Ekonometrie: A € R™*™", B=x e R™!, C=a € Ra D =y' € RI*"

spliiujici det A # 0 a det(A + axy') # 0, pak z (%) plyne

x

TV — A-T —BA-TxuTA—". | _ )
(A+axy ) A BA 'xy A~', kde p TF oy ATx
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ViAsTNi Eista

Vlastni Necht A je ¢tvercova matice, A je komplexnt ¢islo a x je nenulovy vektor,
Cislo ktery je resenim rovnice
AX = AX. (2)

Pak se komplexni ¢islo A nazgva vlastni islo matice A a vektor x se
nazyva vlastni vektor matice A (prislusng vlastnimu cislu A).

Geometricky: Vlastni vektor je takov( vektor, kter] se po vynésobeni
matice pouze ,natdhne” nebo ,zkrati“, ale nemént sv(ij smér.

Jak vlastni Z predchozi definice se da i snadno vyvodit, jak vlastni ¢isla matice A
Cisla najit? nalézt. Pfepsanim rovnice (2) dostaneme

Ax—Ax =0 =3 (A—=AD)x = 0.

Maéme tak vlastné homogennt systém linedrnich rovnic, u kterého poza-
dujeme, aby mél jiné nez trividlni feSeni. To znamen4, ze matice A — Al
musi mit hodnost menst nez n. Jingmi slovy tato matice nent regularnt
a pro jeji determinant must platit

det(A — AI) = 0. (3)

Rovnice (3) se naz(va charakteristickd rovnice matice A.
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ViAsTNi Eista

Priklad
—1 1 1 2 -3 1
2
(a) (72), (b) 1 1 =11, o 1 -2 1
1 -1 1 1 =3 2
Nékteré Necht Aq,... A, jsou vlastni cisla matice A, potom platt:
vlastnctstl o detA =Ap- A,
vlastnich
disel e matice A~! ma vlastni &sla %, ... ﬁ

o trA = Z?:] aii = A7 + -+ Ay, kde tr A je stopa matice,

e je-li A symetrickd matice, je jeji hodnost rovna poctu nenulovich
vlastnich cisel, vSechna vlastni Cisla jsou realna a prislusné vlastni
vektory jsou ortogonalni.
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JestliZe je matice A navic symetricka, pak prov = (vi,...,v,)" se vjraz

vl Av naz(vd kvadratickd forma proménngch vy, ..., vy.
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Definitnost
vs. vlastni
Cisla

Priklad

DEFINITNOST MATICE

Je-li A symetrickd matice s vlastnimi ¢isly Ay, ..., A, pak matice A je

(a) pozitivné definitni & A; >0 proi=1,2,...,n,

(b)
(c) pozitivné semidefinitni < Ay >0 proi=1,2,...,n,
(d)

b) negativné definitni & Ay <O proi=1,2,...,n,

negativné semidefinitni & A; <O proi=1,2,...,n.

—2 1 1 1
a=(7 a)<o o=(] 7)o
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DEFINITNOST MATICE

DEFINITNOST MATICE

Vedouci
hlavni D ’
submatice A= o

a minory

Jak vzniknou?

Vedouci
hlavni

submatice A=
a minory

Jak vzniknou?

Vedouci
hlavni
submatice A=

a minory

Jak vzniknou?
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DEFINITNOST MATICE

Definitnost Necht A € R™*™ a B € R™™, pficemz m < n a navic h(B) = m (tj.
matice na matice B ma plnou hodnost). Potom fekneme, ze matice A je negativné
podprostoru definitni na podprostoru Ker B (a piseme A < 0 na Ker B), jestlize

vIAv <0 pro kazdé v € R™\{0} takové, e Bv = 0.
Negativni semidefinitnost na Ker B definujeme jako
VAV <0 pro kazdé v € R™ takové, e Bv = 0.

Analogicky definujeme pozitivni (semi-)definitnost.

s u

P A P v v v . . . . o
Poznamka e Stejné jako v pripadé ,obycejné” (semi-)definitnosti se obvykle uva-
Zuje symetricka matice A.

e ,Obycejna” (semi-)definitnost vs. definitnost na Ker B.

e V piipadé n = m nema koncept (semi-)definitnosti na Ker B smysl,
nebot v takovém pripadé je KerB = {0}, a tedy libovolnd matice
je negativné i pozitivné semidefinitni na KerB = {0} a soucasné
neexistuje pozitivné ant negativné definitni matice na Ker B ={0}.

B 7 7 vooer s ’ . 7 . ..
Priklad Uvedte nutné a postacujict podminky pro negativni (semi-)definitnost
na KerB v prfipadé n=2am=1.
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Véta 3.38(i)

A > 0 na
Ker B

Poznamka

Priklad
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DEFINITNOST MATICE

Necht A € R™*™ je symetrickd a B € R™*™, pficemz m < n a navic
h(B) = m (tj. matice B ma plnou hodnost). Potom A < 0 na KerB,

jestlize rozsirena matice
m n

m
M= (BT A> i
mé nasledujict vlastnost: poslednich n — m VHM pocinaje det H stiida
znaménko, pricemz sgn(detH) = (—1)™.

Pro A > 0 na KerB testujeme poslednich n —m VHM pocinaje detH,
které vsechny musi mit znaménko (—1)™.

e Pozadavek plné hodnosti matice B je ekvivalentnt s podminkou, ze
zadnou z rovnic v soustavé Bv = 0 nelze vynechat.

e Ekvivalence?

e Semidefinitnost?

e Vlastni ¢isla?

Rozhodnéte o definitnosti matice A na Ker B, kde

1 -1 2
A= 0) (01 ),
2 0 —1
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DEFINITNOST MATICE

V pripadé jediného omezent udavajictho Ker B = Ker b, tj. Kerb je dano
jako {v € R™ | bz = 0} pro dany vektor b € R™, mdme rozsifenou matici
ve specialnim tvaru

011
H=

A

Pak pro zjisténi definitnosti symetrické matice A na Kerb pomoci
Véty 3.38(i) je potifeba otestovat n — 1 poslednich VHM matice H, pri-
c¢emz plati:

o jestlize tyto VHM stiidaji znaménko a sgn(detH) = (—1)", pak A <
0 na Kerb,
e jestlize tyto VHM maiji stejné znaménko jako (—1)™ = (—1)! = —1
(tj. jsou-li zdporné), pak A > 0 na Kerb.
V pfipadé vektoru b = (by,...,b,) € R'™™ spliujictho b; # 0, se
uvedené postacujict podminky stanou soucasné nutngmi (tj. mame ekvi-
valentnt charakterizact).


mailto:zemanekp@math.muni.cz

DEFINITNOST MATICE

Vlastni Pro semidefinitnost symetrické matice A na Kerb mame ekvivalentni
Cisla charakterizaci také pomoct vlastnich éisel:
e A <0 na Kerb pravé tehdy, kdyz matice H ma prévé jedno kladné
vlastnt ¢islo,
e A > 0 na Kerb pravé tehdy, kdyz matice H ma pravé jedno zaporné
vlastnt ¢islo.

ST . .
Priklad UvaZzte matici
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CHOLESKEHO ROZKLAD

Motivace V{pocty zalozené na Gaussové eliminacti mohou byt pro matice vétsich

rozmért pomérné komplikované a pocetné naro¢né (zejména pri rucnim
vypoctu). Proto je velmi uzite¢né mit k dispozici vhodné numerické na-
stroje pro ,automatizaci” v{poctu. Efektivitu téchto nastroji je mozné
zvysit vhodngm tvarem vstupni matice. Napr. kdyz se nam v linedrni
soustavé Ax = b podafi matici A vyjadfit jako A = TT' s dolni/horni
trojuhelntkovou matict T, pak je nalezeni pozadovaného resent ,celkem
snadné” (bez dalsich tiprav nejdfive spoéteme Ty = b a poté TTx =y).
Timtéz lze také zrychlit vgpocet inverzni matice, nebot

Afl _ (TT)71T71 _ (Tfl)TTfl

a vgpocet inverze horni/dolnt trojihelnikové matice je ,celkem snadng”
(viz pozdéiji; celkem k tomu bude potfeba n3/2 nasobeni misto n’4+mn? —
2n + 2). Vgge popsany rozklad matice A do tvaru A = TT' se naz(va
Choleského (pripadné trojihelnikovy). Kdy existuje? A jak jej najit?
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CHOLESKEHO ROZKLAD

Existence a Necht A € R™™ spliiuje A = AT > 0. Pak existuje jedind dolni troju-
EURECEY helnikova matice T € R™*™ s kladngmt (p¥ip. zdporngmi) prvky na hlavni
diagonale a splitujict A = TTT. Jednotlivé prvky matice T lze spocitat
po sloupcich (zleva doprava a od shora dolti) pomoci vztaht
asg ani

azi
tn=van, tua=— ta=— - , tui=—,
t11 ti1 ti1

ai; —tity .
t =1/an —t3;, to=—""—"= pro i=3,4,...,n,
t22
/ a3 —tirty —tiot
_ 2 2 _ B3 i1 431 1232 s
t33— a33—t3] —t32, t'13 = By 1—4,5,...,1’1,,

t33

tiktjk)/tjja i> )

Priklad 25 15 _5
A= 15 18 0
—5 0 11
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Nynt se na matice budeme divat s trochu ,hrubsim“ pohledem.
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BLOKOVE MATICE

Zaldadni Maji-li matice A, B € R™*™ stejnou blokovou strukturu, pak platt

operace

Podobné pro A € R™*™ a matici C € R™*9 s bloky C;; € R"1x91,
Cip; e R™M *qz, Cy € R™2%4d1 g Cy € R™2%42 plati

A21Cy1 +A22Cy ‘ A21Ci2 +A2Co
s bloky o velikostech m; x q;, my X g2, mz X g1 a my X (3.

Kdyby nasledujici vzorce nestacily/nudily:

@ D. S. Bernstein, Matrix Mathematics: Theory, Facts, and Formulas,
druhé vydani, Princeton University Press, Princeton, 2009. ISBN
978-0-691-14039-1.
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BLOKOVE MATICE

Determinant Necht matice A € R™*™ ma takovou blokovou strukturu, ze bloky A;

a A, jsou Ctvercové matice (ne nutné stejné velikosti). Potom

det (A” A‘Z) :det( g A‘Z) — (—1)™" det Ay, det Ay

Az] 0 AZ] AZZ
Determinant Necht matice A € R™*™ ma takovou blokovou strukturu, ze bloky A,
(pokr. i) a A, jsou Ctvercové matice (ne nutné stejné velikosti):

(i) Je-li A2 =0 a/nebo Ay =0, pak

det A =det Aq; det Ajs.
(i) Je-li det Aq7 #£ 0, pak

det A =detA;; det(A — Ay AT ALL).
Podobné pro det A, # 0 dostaneme

det A = det A, det(A;; — AA5) Agy).
Obzvldsté pro Ay =1, a Ay =1y, plati

det A = det(Imz = Az]A]z) = det(Im] — A12A )
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BLOKOVE MATICE

Determinant Pro ¢tvercovou matici s bloky vhodné velikosti platt
(pokr. ii)
A AnAnz) A1l A2\ _
det (Azl Ass > = det (Az]A]] 22) =detAqydet(A; —Az1AT2),
A1 AppA Al A1) _ _
det <Az] Azz = det A22A21 Azz = det Azz det(An A]zAz] )

Pro matici A € RZ™*2" s bloky o velikosti n x n plati

detA =

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO)

det(AzpAq1 — Az1Aq2),
det(A11A22 — Az1A12),
det(A11A22 — A12A21),
det(Az2A11 — A12A21),
det(A1q AEZ — ATZA}—] ),
det(A11A), — A12A21),
det(A]; A2 — Ay Ara),
det(/{T1/\22 4*/\51/\72),
det(A11A), —A2AL),
det(A11A%; — A12AL;),
det(AT] Ay — A—;]Au),
det(/{T1/\22 4*/\51/\12),

ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KapiToLA 3

pokud
pokud
pokud

pokud

pokud
pokud
pokud

pokud

pokud
pokud
pokud

pokud

A11A12 = A1pAn
A11Az2 = A21An
A22A21 = A21A
A2A12 = A12A2
A11A12 = ApAT
ApnAz =AnAL
Al A2 = AnAn
ALA =A1A
AnAL, = ApRAf,
AnAl =AnAl,
AT1A2 = Aj AN

AL A1 = AL, AL.
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BLOKOVE MATICE

I”Ve".zni Necht matice A € R™*™ ma takovou blokovou strukturu, ze bloky A,
Iatics a Ay jsou Ctvercové matice (ne nutné stejné velikosti).
(1) Jestlize detAy7 #0, det Ayy # 0 a Ay =0, pak
-1 _ _ _
Al (A Az AT AT ARAY
0 Ao 0 AEZ] ’
Podobné v pripadé det A;; # 0, det Ay, #0 a Aj; =0 mame
—1 _
A= (A 0 A 0
Ay Az —ApAnA; Ay
(it) Jestlize det A17 # 0 a det(Az; —A21A1_1]A12) =+ 0, pak plati
-1
Al = A A _ Bi1 Bz
Az A B21 B/’
kde
Bi1 = A7 + A7 An(An — AnAT An) T TANAT,
Biy == —ATA12(A2 — A AT A,
Ba1 == —(A2 — A21AT] A2) TARAT,
B2, = (A2 — AnA7 Arn) .
PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ MPE_VPAM: KariTolA 3 23. ZARi 2020

49 / 52


mailto:zemanekp@math.muni.cz

BLOKOVE MATICE

Inverzni (iii) Jestlize det Azy # 0 a det(Aj; — Aj2A5;) Azq) # 0, pak plati

matice
(pokr. i) AT (An A]z) =1 _ (B]] B]Z)
AZ] Azz BZ] BZZ ’

kde

By = (A11 — A12Ay, Agr)

—1 —1 —1
B]Z = _(A]] _A]ZAZZ AZ]) A12A225
—1 —1 —1
BZ] = _Azz A21 (AH - A12A22 AZ] ) )
—1 —1 —1 —1 —1
Ba = A5, + A5 A (A —ARAL AN) T ARAS,.
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BLOKOVE MATICE

Lzl (iv) Jestlize det Ayy #0, det Ayy # 0 a det(Az — Az ATy Aga) # 0, pak

matice

- platt
(pokr. ii) e A An 1 (B B]Z)
Az] Azz BZI BZZ ’
kde
Bi1 = (A1 — A12A5 Ay ),
Bz = —(A1n1 — /\12/\2_21 A2 )_]Aqu_z],
By = —(Ax — A21A1711A12)71A21A171])
B., = (A — A21A171]A12)71-
(v) Jestlize det A7 =0 =det Ay?! ...
Inverzni Je-li A € R?™2" s . x n bloky spliujicimi Aj; =1 = Ay, a det(I —

matice A21A12) # 0, potom plati
(dalsi vzorce)

Al — ( I /Z\1z>71 _ <I+A12(I*A21A12)71A21 *Alz(I*AmAu)*])
Ay 1 —(I=AnAn)"'An (I—AzA,)

( (I—AAz)"! —(I—A12A21)'Ar2 )
—An(I—A12A21)7" T+An(I—ApRAN) AR/
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Konec.
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